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6. Asintotas

Se dice que una funcién y = f (x) tiene una rama infinita cuando x, f(x) 0 ambas al mismo tiempo crecen
infinitamente. De esta manera el punto (x, f (X)) se aleja infinitamente del origen. Una rama infinita tiene
comportamiento asintético cuando se aproxima a una recta. Podriamos distinguir tres posibilidades:

a) Si lim f(x)=1,las ramas infinitas tienen comportamiento asintético ya que se aproximan a una

X—>to0

recta horizontal.
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b) Si lim f(x) =00 o lim f(X) =+ las ramas infinitas presentan comportamiento asintatico,

X—a

ya que se aproximan a una recta vertical.

im f(x) = —cc im f(x) = —co
X—ag N—at

c) Enelcasodeque lim f(x)=+oo puede haber ono comportamiento asintético de la rama

infinita seguin se aproxime 0 no a una recta oblicua.
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im f(x) = +oo lim f(x) = —oo im f(x) = +oo im f(x) = —o0
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Una asintota es una recta cuya distancia a la curva tiende a cero cuando la distancia al origen tiende a
infinito. Existen tres tipos de asintotas: horizontales, verticales y oblicuas.
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6.1. Asintotas horizontales

Si lim f(x) =1, larecta y = I es asintota, pues la distancia f(x)—1 de la curva a la recta tiende a

X—>Fo0

cero cuando nos alejamos del origen. La situacion de la curva respecto de la asintota la podemos estudiar
calculando los limites Iim [f(x)=1] 'y  lim[f(x)—1] que nos dicen sila curva esta por encima (0*)
X—>—00 X—>+00

0 por debajo (07).

Una funcidn puede tener como maximo dos asintotas horizontales, correspondientes a cada uno de los
limites en +o0 'y en —oo: tendriamos una asintota hacia la izquierda y otra hacia la derecha aunque
frecuentemente la misma recta es asintota por la izquierda y por la derecha.

En funciones racionales, si hay asintota para x — +oo, la misma recta es asintota para X — —co.  Sin
embargo, en funciones con radicales suelen ser distintas.
La grafica de una funcion puede cortar a la asintota horizontal en uno o varios puntos, aunque en la
mayoria de las funciones elementales la grafica esta por encima o por debajo de la asintota.

. . . oo l 2X
Ejemplo: Calcular las asintotas horizontales, si existen, de la funciéon f (x) = 3

X —

Veamos si existe el limite de la funcion cuando x — +oo

. . 02X o . .

lim f(x) = lim —— =2 = La funcion tiene una asintota horizontal en +o0: y=2

X—>+00 X—>+00 X f—

Para estudiar si la funcién se acerca a la recta por encima o por debajo, se observa el signo de f(x) — 2
cuando x toma valores grandes:

I|m[f(x) 2] = I|m (2—)(?’—2)_ lim LS:O+ = f(x)—2> 0 cuando x tiende a +o . Por lo
X_ X—>+oox

tanto la funcidn se acerca a la recta por encima.

Por otro lado, I|m f(x)= lim 2—X3 =2 = Larecta y = 2 también es asintota en —

X—>—00 X —
En este caso f(x) se acerca a la recta por debajo, yaque lim[f(x)—2]=0" = f(x)—2 <0 cuando x

tiendea —
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6.2. Asintotas verticales

La recta x =a es una asintota vertical de |a funcion y = f(x) si se verifica que
lim f(x) =+ 0 lim f(x) =+

x—a~ —a’
Asi pues, para calcular las asintotas verticales de una funcion, si es que tiene, hay que localizar los valores
finitos de la variable x que hacen tender la funcién a +wo 0a —wo.
Podriamos establecer las siguientes observaciones sobre las asintotas verticales:
e Una funcidn puede tener infinitas asintotas verticales. Ejemplo: f (x) = tgx

e La gréfica de la funcién no corta nunca a la asintota vertical, ya que en los puntos donde existe
asintota no esta definida la funcion.

e En las funciones racionales, las asintotas verticales se hallan tomando los puntos que anulan el
denominador.

e La situacion de la grafica de la funcién respecto de la asintota vertical x = a se obtiene calculando
los limites laterales en x =a y viendo sivalen +o0o 0 —oo.
También puede hacerse estudiando el signo de la funcidn en las regiones en las que existe.

Ejemplo: Encontrar las asintotas verticales de la funcion f (x) = %

Para encontrar las asintotas verticales de una funcién, buscaremos aquellos puntos donde la funcion tienda
a infinito. Por tratarse, en nuestro caso, de una funcion racional, para que la imagen tienda a infinito
tendremos que anular el denominador. Inx=0 = x=1

Por lo tanto x = 1 sera una asintota vertical de la funcién. Para estudiar la posicidn de la grafica de la funcion
respecto a la asintota vertical debemos calcular los limites laterales en ese punto:

X X ] ] e
lim — =—o0 ; lim — =400 . Por lo tanto, asi quedaria la grafica:
x—1" |n X x>1* |n X

Y
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Asintotas oblicuas

Larecta y=mx+n  m=0, es una asintota oblicua de la funcién y = f (x) si existe alguno de los
limites siguientes:
lim (f (x)—(mx+n)) y
X320
En el primer caso se dice que la funcion tiene asintota en -co, y en el segundo en +o.
Una determinada funcion puede tener asintotas oblicuas de ambos tipos, de alguno o de ninguno de ellos,
dependiendo de que existan los dos limites, sélo uno o ninguno.

XI|'moo(f (X) — (mx+n))

Para obtener la pendiente m de la recta, se calcula el valor hacia el que tiende el cociente de f(x) por x

f(x)
X
Segun el valor de m obtenido al calcular el limite en £co pueden darse los siguientes casos:
a) Simesunnumero real no nulo, la funcién tiene una asintota oblicua en +oo (—o0).

b) Si m = oo, la funcion no tiene asintota oblicua en +oo (—0) y la rama correspondiente de la misma

m = lim

X—>to0

cuando X — *oo:

tiene la forma de la parabola vertical y = x?.
Si m =0, la funcién no tiene asintota oblicua en +oo (—o0). La rama correspondiente tiene la forma de la
parabola y = Jx.

c)

Si m es un niimero real no nulo, se calcula nde laforma: |n= Iirp [f (x)— mx]
X—>to0

Si n es finito, existe asintota oblicua de ecuacién y = mx+n.
Si n no es finito, hay una rama parabdlica en la direccion y = mx.

Debemos tener en cuenta las siguientes consideraciones
respecto a las asintotas oblicuas:

Una funcién puede tener como maximo dos asintotas
oblicuas correspondientes a cada uno de los limites.
Las asintotas horizontales y las oblicuas son
mutuamente excluyentes.

La grafica de una funcién puede cortar a la asintota
oblicua en uno o varios puntos.

La situacion de la grafica respecto de la asintota oblicua
se hace estudiando el signo de f(x) —(mx+n) para

valores grandes de x.

[

Para conocer la posicion de la grafica respecto a la asintota se calculan los limites:

XI|'rpoo(f (X) = (mx+n)) y XIl'moo(f (x) = (Mx+n))

Si el limite tiende a 0™, la curva esta encima de la asintota y si tiende a 0™, esta debajo.
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Ejemplo: Calcula las asintotas oblicuas de la funcion f (x) =+/x* -1

2
oAxt -1 . . .
m = lim ——=-1 n, = lim ('\/x2 -1+ x)z 0 La asintota seria y = -x
X—>—00 X X—>—0
x* -1
m, = lim =1 n, = lim (\/ X —1- x): 0 La asintota seriay = x
X—>+0 X X—>00

Para estudiar la posicion de la gréfica respecto de las asintotas habria que calcular los siguientes limites:

lim (\/x® 1 - (-x))=0" lim (/%2 1 - x)=0"

X—>—00 X—>+0

Por lo tanto, la grafica se encuentra por debajo de las asintotas.

En las funciones racionales no es necesario utilizar limites para calcular los valores de my n ya que se

puede calcular directamente la asintota mediante el siguiente procedimiento:

f(x) _ P& =C(x)+m
Q(x) Q(x)

Para que el grado del polinomio cociente, C(x), sea uno, la diferencia de grados entre numerador y

denominador debe ser uno.

sin mas que hacer la division entera.

R(x)

Altender x — oo, la fraccion m — 0 y tendriamos que la asintota oblicua seria y = C(X).
X

_ . . . R(x
Para conocer la posicion de la curva respecto de la asintota oblicua, se hallan lim R()

=5 Q(X)

2 —
Ejemplo: calcula las asintotas oblicuas de la funciéon f(x) = LX;?’
X —

Haciendo la division se obtiene de cociente x — 2 y de resto 1. Luego la asintota oblicua es la recta
y=x-2

Posicion de la grafica respecto de la asintota:

lim 1 =07, por lo tanto la gréfica esta debajo de la asintota cuando x tiende a X — —o0

X—>—00 X —

lim —— =07, por lo tanto la grafica esta encima de la asintota cuando x tiende a x — +oo

X—>+0 X — ]
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